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Daftar Pustaka

Modul ini mengulas tentang penerapan konsep limit dan turunan. Limit fungsi merupakan
nilai fungsi yang diperoleh melalui proses pendekatan atau dengan variabel x, baik dari arah
x yang lebih kecil, maupun dari arah x yang lebih besar, memahami tentang pengertian limit
fungsi, sifat-sifat limit fungsi, limit fungsi aljabar yang di antaranya adalah limit fungsi
bentuk tak tentu maupun limit fungsi tak berhingga. Konsep turunan akan menambahkan
pemahaman tentang turunan fungsi, baik berupa pengertian turunan fungsi, dan juga rumus
turunan fungsi.Selain penjelasan mengenai materi yang ditampilkan, modul ini juga
dilengkapi dengan latihan untuk menguji pemahaman dan penguasaan dari peserta didik
terhadap materi yang telah di pelajarinya.Modul ini disusun dengan bahasa yang sederhana,
dan dibuat berurutan sesuai de ngan urutan materi yang terlebih dahulu perlu
dikuasai.Untuk itu, sebelum mempelajari modul ini sebaiknya.

1. Baca pengantar modul untuk mengetahui arah pengembangan modul

2. Membaca kompetensi dasar dan tujuan yang ingin dicapai melalui modul.

3. Agar memperoleh gambaran yang utuh mengenai modul, maka pengguna perlu membaca
dan memahami peta konsep.

4. Mempelajari modul secara berurutan agar memperoleh pemahaman yang utuh.

5. Ikuti semua tahapan dan petunjuk yang ada pada modul ini

Tujuan yang Diharapkan Setelah Mempelajari Modul

Tujuan pembelajaran modul ini, agar Anda:

1. Memahami konsep limit dan turunan dan penerapannya dalam menyelesaikan masalah
kehidupan sehari-hari.

2. Terampil dan mampu menerapkan limit dan turunan dalam kehidupan sehari-hari.

3. Terbentuk dan memiliki sikap kemandirian, bertindak logis, tidak mudah menyerah dan
percaya diri menggunakan matematika dalam pengembangan kehidupan sehari-hari.
Secara khusus, setelah mempelajari modul ini, Anda diharapkan memiliki kemampuan
pengetahuan dan keterampilan dalam menemukan konsep matriks dan menyelesaikan
masalah kontekstual; menentukan, menggunakan, dan menyelesaikan masalah limit dan
turunan..



Pengantar Modul

Konsep limit banyak diterapkan dalam berbagai macam bidang dalam kehidupan sehari-
hari. Misal, seorang berdiri mengawasi mobil yang masuk lewat pintu jalan tol. Kemudian
dia memandang mobil itu terus sampai melintas di kejauhan jalan tol. Dia melihat objek
seakan-akan semakin mengecil seiring dengan bertambah jauhnya mobil itu melintas.
Akhirnya dia sama sekali tidak dapat melihat objek tersebut. Ukuran mobil di kejauhan
seakan-akan semakin kecil. Lebar jalan raya juga seakan-akan semakin sempit.Contoh
lainnya, produksi maksimum dari mesin suatu pabrik, dapat dikatakan merupakan limit
atau batas untuk pencapaian hasil. Istilah yang sedekat dekatnya, mendekati atau
hampir, sedikit lagi, batas atas, dan sejenisnya adalah konsep limit yang merupakan
nilai pendekatan.

Konsep limit banyak diterapkan dalam kehidupan sehari-hari seiring dengan kemajuan
ilmu pengetahuan dan teknologi misalnya dalam pembuatan kacamata untuk rabun jauh
dan rabun dekat, menghitung rotasi bumi dan benda angkasa lainnya, menentukan
perkiraan luas permukaan, kekuatan benda karena pengkaratan, bidang eknomi dan
sebagainya.

Gambaran umum mengenai limit yang akan dipelajari dapat dipetakan sebagai berikut :

Pengertian dan sifat
limit

Limit fungsi aljabar Limit fungsi non albajar

Perkalian limit Limit fungsi rasional lainnya
Pembagian limit
Sifat limit

Matematika Paket C - Setara SMA/MA kelas XI Modul 9

Penjumlahan limit Limit fungsi linear limit fungsi trigonometri
Pengurangan limit Limit fungsi non linear limit fungsi non aljabar

Uraian Materi 9. 1.1 : Pengertian Limit

Nilai limit fungsi merupakan nilai yang didekati fungsi apabila variabelnya mendekati nilai
tertentu. Sebagai contoh, kita akan menyelidiki nilai yang didekati fungsi f(x) = x + 2,

apabila nilai x mendekati 2. Tabel berikut akan memperlihatkan penyelidikan ini.

................... Mendekati 2 dari Kiri ..., € Mendeki 2 darikanan,
X 1,9 1,99 | 1,999 | 1,9999 | -2« |2,0001 | 2,001 2,01 2,1
F(x)=x+2 3,9 3,99 | 3,999 | 3,9999 | -4« | 4,0001 | 4,001 4,01 4,1

Perhatikan bahwa jika x mendekati 2, baik dari kiri (dari nilai-nilai yang kurang dari 2)

maupun dari kanan (dari nilai-nilai yang kurang dari 2) maka nilai f(x) akan mendekati 4.

Dikatakan bahwa limit dari fungsi f(x) = x + 2, jika x mendekati 2 adalah 4; dan ditulis
T

1m2(x+2) =4 . Bandingkan dengan nilai f(x)=x+2 pada X = 2, yakni

ﬁ

f(2)=2+2=4.

2
Sekarang, kita tentukan nilai limit dari fungsi f(x)= x 1

Fungsi ini tidak terdefinisi

(tidak dapat ditentukan nilainya) jika x = 1, tetapi kita dapat menyelidiki nilai f(x) jika x
sangat dekat ke 1. Berapakah nilai f(x) jika nilai x mendekati 1?. Untuk menjelaskan hal
ini kita ambil dua arah, pertama nilai-nilai x mendekati 1 tetapi lebih kecil 1 (pendekatan
dari kiri), misal 0,9 ; 0,99 ; 0,999 ; 0,9999 ...... Kedua, untuk nilai-nilai x mendekati 1
tetapi lebih besar dari 1 (pendekatan dari kanan), misal 1,01 ; 1,001 ; 1,001 ; 1,0001 ;

............. Untuk itu perhatikan tabel nilai fungsi berikut :

X 0.9 0,99 | 0,999 | 0,0999 | 1< | 1,0001 | 1,001 | 1,01 11
— 2
F(X)-L‘ll 1,9 1,09 | 1,999 | 1,9999 | -2« | 2,0001 | 2,001 | 2,01 2,1
-
.................................................... ’ 4.................-.-.-.-.-.-.-.-.-.-....................
Mendekati 1 dari kiri Mendeki 1 dari kanan

Dari tabel tampak bahwa untuk nilai x mendekati 1, baik dari kiri maupun dari kanan, nilai

x2 -1 . o . lim x? -1
mendekati 2. Dengan demikian, dinyatakan bahwa =

=2.
x—1 x—1 x-—1

fungsi f(x)=

x> -1

Perhatikan bahwa f'(x)= = jika x mendekati 1 (jadi x#1) dapat disederhanakan

sebagai berikut :

Penerapan Limit dan Turunan dalam Kehidupan Masyarakat Sehari-hari
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lim x>—1 i

sehingga untuk x —1 nilai f(x)=x+1. Jadi,

m
(x+D)=1+1=2-
x—>1x-1 x-—1

Dari uraian di atas, kita dapat memahami pengertian limit fungsi. Secara intuitif

pengertian limit dapat difahami sebagai berikut :

-
Limit dari fungsi f(x) untuk x mendekati a adalah L, kita tulis  f(x)=L,
X —a

apabila nilai f(x) mendekati L ketika x mendekati nilai a.

Notasi x — a dibaca “x mendekati a”.

Penugasan 9.1 :

i
Diskusilah dengan teman-teman Anda untuk menyelidiki nilai 1me(x), jika
X —

_( 5x ,x<5
f(x)_{5x+6,x>5

dengan menyelidiki nilai yang didekati oleh f(x) jika nilai x mendekati 5, dari Kiri

maupun dari kanan, seperti diuraikan di atas.

Hasil diskusi Anda tentu didapat hasil yang berbeda antara pendekatan dari kiri (limit Kiri)

dan dari kanan (limit kanan). Karena untuk x < 5 berlaku f(x) =5x maka nilai limit Kiri

fungsi f (x) dapat ditentukan sebagai berikut :

lim _lim _ _
x—)S‘f(x) = x»S‘Sx = 5(5) = 25.

Dengan cara serupa, untuk x > 5 berlaku f(x) =5x+6, sehingga nilai limit kanan fungsi

f(x) adalah
xi”sl+f(x) = xi”;+(5x +6)=5(5)+6=31.
Sehingga limit kanan dan limit kirinya tidak sama. Dikatakan fungsi f(x) tersebut tidak
memiliki limit di x = 5. Jadi, nilai limit fungsi ada apabila limit kiri dan limit kanannya sama,
yaitu:
lim

.. . lim _ lim
‘a f(x) ada jika dan hanya jika x—)a*f(x) = _fx)

xX—=a

Contoh 1:
2 jikax <1

N .. lim y _(x
Tentukan (jika ada) nilai x%lf(x)’ jika f(x)—{x_l_1 jikax >1

Penyelesaian :
x? jikax <1

Nilai-nilai pendekatan f(x) = {x +1 jikax >1

untuk nilai-nilai x mendekati 1 dapat

dilihat pada tabel berikut.

X|10|,05]|07 |09 ]099]0999]| .. 1 .. 11,001 |101 11 |15]| 17| 2
Y | 0025|049 |081]098|0998 | ... | ? | .. [2001]201]|21]|25)|27]| 3

Berdasarkan tabel di atas, f(x) akan mendekati 1 pada saat x mendekati 1 dari kiri
sementara f(x) mendekati 2 pada saat x mendekati 1 dari kanan. Jadi nilai limit kiri dan
kanannya tidak sama. Hal inimengakibatkan f(x) tidak mempunyai limit pada saat x
mendekati 1. Secara geometris dapat diperlihatkan sebagai berikut.

Y

2,5




Penugasan 9.2 :

Diskusilah dengan teman-teman Anda untuk menyelidiki apakah f(x) , dengan

2x ,x <2

f(x)={x+2,x22

mempunyai limit dengan menyelidiki nilai kiri dan limit kanan, seperti diuraikan di atas.

Kesimpulan :

Dari uraian di atas tentu Anda dapat menyimpulkan pengertian limit berikut :

» Nilai limit fungsi merupakan nilai yang didekati fungsi apabila variabelnya
mendekati nilai tertentu.
» Fungsi f(x)dikatakan mempunyai limit di suatu titik jika dan hanya jika limit

kiri dan kanan di titik itu bernilai sama.

Latihan 9.1.1

Tentukan limit fungsi berikut (jika ada), dengan menyelidiki limit kiri dan limit kanan !

i lim x2 —2x

m
1. (x+3)
x—1

T x—>2 x=2

5. "™ £, ika f(x)={
x—3

x—1; x<3 lim

4.
x; x2=3 xe2f

(), jika f(x)={ e

Uraian Materi 9.1.2 : Cara menentukan Limit dan Sifat-sifat Limit

Untuk menentukan limit fungsi dengan cara seperti diuraikan pada uraian materi 1 tentu
tidak praktis. Limit suatu fungsi dapat secara langsung ditentukan dengan substitusi nilai
di titik limitnya, atau dengan terlebih dahulu melakukan manipulasi operasi matematika
seperti faktorisasi aljabar, merasionalkan dan menyederhanakan penyebut. Beberapa

contoh berikut akan menjelaskan cara menghitung limit.

Sebagai contoh, kita akan menyelidiki nilai yang didekati fungsi f(x) = x + 2, apabila
Contoh 1.

I
Jika f(x) = 2x + 1, tentukan m f(x) .
x—2

Penyelesaian

I I
Moo= " x4 =2(2)+1=5
x—2 x—2

x+2; x<2

Contoh 2.

Tentukan lim

x—1

x%-1

Penyelesaian.

Karena ’;2__11— (x_i)_(f“) = x+1,x # 1, maka untuk x > 1 (berarti x # 1 juga) berlaku %

= x+1 sehingga didapat lim L_ll = lim &(’;“) =Slimx+1=1+1=2,

- x—1 xX— x—1

Penugasan 9.3 :

Diskusilah dengan teman-teman Anda untuk menentukan nilai limit berikut !

li lim 2_
L™ G2 X —4
x—3

> x—=-2(x+2)(x-1)

Latihan 9.1.2

Tentukan limit fungsi berikut !
lim
1. (Bx+5)
x—0

;
2. (243
x—5

3 lim x—1

T x—>2 2x+1
1

4 m Vx+8
x—1

5 lim x—3

Uraian Materi 9.1.3 : Sifat-Sifat Limit Fungsi

Seringkali sifat-sifat limit berikut perlu digunakan untuk menentukan nilai limit suatu
fungsi, khususnya fungsi yang rumit.

Misalkan lim f(x) = 4dan lim g(x) = B, maka berlaku sifat berikut:

1. limk = k; k konstan
xX—a

2. lim[f()tg] = limf(x)* limg(x) =AxB
3. lim[f(x)xg(x)] = lim f(x)xlim g(x)=AXx B
4, 1i£n[k. f()] = klim f(x)= k. A



lim f'(x)
5. lim{f(x)} =i
g(x) | limg(x)
6. limU(x)]”=[li£n fO]* = A
7. lim \[f(x) = liinf(x) =VA

RS

xX—a

Contoh 1.

Tentukan nilai limit fungsi berikut:

a. lim 5 b. lim (2x-3)
x—2 x—2
2 3
d. lim -2 e. lim(x-'-lj
x—=5x—2 x—2\x—3
Jawab
a. lim 5 = 5, dengan sifat 1
x—2

; dengan syarat b #0

c. im(x+1)(x—3)
x—2

f. lim 3
x—=0\ x° —2x

b. lim (2x-3) lim 2x— lim 3=2.lim x— lim 3=2.2-3=4-3=1, dengan sifat 1,2,4
x—2 x—2

=x—2 x—?2 x—2

c. Iim(x+1)(x—3) = lim(x+1).lim(x—3)=(2+1)(2-3) =3(-1) =-3, dengan sifat 3
x—=2 x—=2 x—=2

2

2 lim x
d. lim =_X2> , sifat 5
x—=>5x—2 lim(x—2)
x—5
52
(-2
-
3
+1 3 +1 3
e. lim[x j = [lim d j , sifat 6
x—=2\x—-3 x—=2x—3
lim (x+1))
= |x=2 | sifat 5
lim (x —3)
x—2

3
(2—+3 sifat 1 dan 2

. X .
f. lim 2 = lim
x>0\ x° +2x x—=0 x

5 , sifat 7
+2x

_ 3 . 3x . 3x 3 3 3
= =~ ,sebab lim = lim = ===
2 -0 x2 +2x x-0x(x+2) 0+2 2 2

Latihan 9.1.3

Tentukan limit fungsi berikut !

1. lim 7 2. lim (3x-2) 3. lim(x—1)(x+3)
x—3 x—>4 x—2
2
_ 3 . X" +9%
4. lim> 2 5. fim|*=3 6. lim
x—3 _xz x=3\ x+1 x—0 3x

Uraian Materi 9. 1.4 : Limit Fungsi Bentuk Tak hingga

Limit fungsi bentuk tak tentu adalah limit fungsi yang apabila disubstitusikan langsung
nilai limit pada variabelnya menghasilkan nilai fungsi berbentuk % bentuk pembagian

dengan nol, bentuk E atau bentuk « — <. Penentuan limit fungsi yang memiliki bentuk
tak tentu dilakukan dengan melakukan operasi dan manipulasi matematika sehingga
menghasilkan nilai limit tertentu, nilai positif tak hingga (membesar tanpa batas), atau
nilai negatif tak hingga (mengecil tanpa batas). Sebagai contoh,, kita akan menentukan

2
nilai lim = 9.
=3 x—173

Nilai limit fungsi tersebut apabila disubstitusikan langsung untuk variable x = 3, akan

2
menghasilkan bentuk tak tentu @) =9 _ %. Dengan mengubah ke bentuk matematika

2
yang lebih sederhana, diperoleh  1im % = lim W = limx+3=3+3=86,
xX— X — x— X — x—

dengan x # 3. Perhatikan bahwa x =3, berarti x mendekati 3, artinya x # 3 sehingga
langkah penyederhanaan tersebut benar.

Sedangkan, Limit fungsi tak hingga adalah limit fungsi dengan variabelnya mendekati
positif tak hingga atau negatif tak hingga. Limit fungsi tak hingga dapat menghasilkan

bentuk % negatif tak hingga (-~), positif tak hingga (=), bentuk pembagian dengan nol,

bentuk pembagian dengan bilangan tak hingga (<), bentukz, atau bentuk « — <o,

P

i



Limit Fungsi Bentuk pembagian tak hingga

Diberikan sebuah fungsi f(x) = xiz Apa yang terjadi dengan fungsi f(x), jika nilai x

semakin besar ? Untuk menjawab pertanyaan ini, mari kita amati nilai fungsi f(x) untuk
nilai-nilai x berikut.

x=1  —f(x)=1
x=10 — f(x)=0,01

x =100 — f(x) = 0,0001

x = 1000 — f(x) = 0,000001

Dari data diatas dapat kita lihat bahwa nilai f(x) semakin mendekati O, ketika x semakin
besar. Sekarang coba perhatikan grafik fungsinya.

X

Jelas terlihat bahwa kurva y = x—lz semakin mendekati garis y = 0, ketika x semakin

besar. Faktanya, seberapa besarpun x yang kita ambil, nilai x—lzakan semakin dekat ke 0.

Secara intuitif kita simpulkan, jika x semakin besar tanpa batas, nilai x—lz semakin dekat

ke 0. Dalam notasi limit, pernyataan ini ditulis lim iz =0

X~

Sekarang coba kita amati nilai fungsi f(x) = L untuk nilai-nilai x berikut.

3
x=-1 —f(x)=1

x=-10 — f(x) = 0,01

x=-100 — f(x) = 0,0001

x = -1000 — f(x) = 0,000001

Dari data diatas dapat kita lihat bahwa f(x) = x—12juga semakin dekat ke 0, ketika x

semakin kecil (negatif besar). Kita tulis lim iz=0
X

X—>o0

Nilai fungsi f(x) tidak selalu mendekati bilangan tertentu, ketika x semakin besar. Bisa
saja nilai f(x) justru semakin besar dan terus bertambah besar tanpa batas. Untuk kasus
seperti ini, kita tulis

lim f(x) = o

artinya jika nilai x semakin besar tanpa batas, maka nilai f(x) juga semakin besar tanpa
batas. Limit seperti ini disebut limit tak hingga di tak hingga.

Contoh 1
Tentukan lim x?2

Jawab :

Misalkan f(x) = x2

X =1 — f(x) =1
x=10 — f(x)=100
x=100 — f(x)=10000

Seperti yang kita lihat, ketika x semakin besar, nilai x? juga semakin besar, namun tidak
mendekati suatu bilangan unik tertentu, melainkan terus bertambah besar tanpa batas.

Kita simpulkan lim x? = ~

X—>~

Perlu diketahui, teorema limit dasar masih bisa kita terapkan pada limit di tak hingga.
Namun, untuk kasus-kasus yang melibatkan bentuk tak tentu, seperti (~- ~), (E) atau

(0. ~), perlu dilakukan manipulasi aljabar terlebih dahulu.

Jika n > 0 dan n bilangan rasional, maka

1. lim==0
x—~ X
2. lim xin = 0, x" terdefinisi untuk x < 0
Sifat A
Contoh 2

Hitung lim (x3-7x?2)

Jawab :
Faktorkan suku pangkat tertinggi dari polinom tersebut, kemudian hitung limit dari
masing-masing faktor dengan berpedoman pada sifat A.

: 37,2\ = 1; 3 _7
lim (x>—7x%) hrnx.(l x)

X—>~ X—>~

=1lim x3- lim (1 - g)

x>~ x>~

=lim x3-(1-0)

X—>~

=lim X3 =~

X—>~



Contoh 3

Tentukan lim ——;
x>~ X2+ X

x3—4x

Jawab :

Bagi pembilang dan penyebut dengan variabel pangkat tertinggi dari penyebut, yaitu x3,

kemudian hitung limit dari masing-masing suku dengan berpedoman pada sifat A.

. x3-4x . xx_34x
1{1_{1’1 X3+ x2 £I_>~ 3x3+ x2
x3
_2
= lim —%
x—~ 3+=
_1-0
3+
1
3
Contoh 4
3_
Hitung lim ——%
9 }grl x4+ 2x2+1
Jawab :

Bagi pembilang dan penyebut dengan variabel pangkat tertinggi dari penyebut, yaitu x*,

kemudian hitung limitnya.

3 x3—x
Z

X" =X

3 - =T" X"
1(1—{1} x4+ 2x2+1 £1_)H} x4+ 2x241
A
11
. * 3
= lim —*—
X—>~ 1+ 2+x—4_
_0-0
14+0-0
Contoh 5

x—x3

Tentukan lim =

x>~

Jawab :

Bagi pembilang dan penyebut dengan variabel pangkat tertinggi dari penyebut, yaitu x?,
kemudian hitung limitnya.
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. XX
lim "
X—>~ 1__2
X

lim 2 - lim x

x>~ x>~

lim 1- lim &
X

x>~ X—~

0- lim x

X~

1-0

=— limx

X~

Sifat B

Jika p(x) dan q(x) adalah fungsi polinom dengan ax™ dan bx" berturut-turut adalah suku
pangkat tertinggi dari p(x) dan q(x), maka

1. 1ir+n p(x)= lim aX™

x—t~ x—E~

2. limq(x)= l1rP bX™

x—t~

.opxX)_ . ax™
3 lim g™ i e
Sifat diatas mengatakan bahwa nilai limit di tak hingga fungsi polinom ataupun rasional
sama dengan nilai limit dari suku pangkat tertingginya. Dengan menggunakan sifat
diatas, contoh 2 - 4 dapat diselesaikan dengan cara sebagai berikut.

lim (x3 — 7x?) = lim x3 = ~
X—~ X—~
.o x3—4x  _ . x® _ . 1_1
lim ——— = lim — = lim -=-
x—~ 3x°+x x—~ 3X X~ 3
3 3
. X=X . X . 1 . 1
Im——— = lim= = lim=- = lim- =0
x—~ x4+ 2x2+1 xX—~ x4 x—>~ X x—>~ "~
3 3
. X—X . —X .
lim = = lim — = lim (-X) = -~
x>~ X— 4 x>~ X x—>~

Berdasarkan pangkat tertinggi pembilang dan penyebutnya, sifat B.3 dapat kita
jabarkan lagi menjadi sebagai berikut.

Penerapan Limit dan Turunan dalam Kehidupan Masyarakat Sehari-hari



Sifat C Perlu kita ingat !

Misalkan p(x) dan q(x) adalah fungsi polinom dengan ax™ dan bx" berturut-turut adalah Jika x > 0 maka Vx2= x
suku pangkat tertinggi dari p(x) dan q(x). Jika x < O maka Vx2 =-x
i = 1 M = 2
1. Jikam=n makaxlgﬁ a®) b Secara umum, dapat dinyatakan sebagai berikut !
. P 1. Untuk n > 0 dan n ganijil maka
2. J'kam<nmaka}lglﬁ =0 xan{xn x>0
—-x" ,x <0
_  p® ~, % >0 2. Untuk n > 0 dan n genap maka
3. Jlkam>nmakaxll)rirlﬁ = ~,%<0 VX = x". xe R
Contoh 6
Sifat diatas dapat kita terjemahkan dalam tiga poin berikut. Hitung limit berikut !
1. Jika pangkat tertinggi pembilang = pangkat tertinggi penyebut, nilai limitnya Nrrerey
adalah koefisien pangkat tertinggi pembilang dibagi koefisien pangkat tertinggi a. !}_}II} e 1
penyebut. o 1imm
2. Jika pangkat tertinggi pembilang < pangkat tertinggi penyebut, nilai limitnya = 0. o 2xmd
3. Jika pangkat tertinggi pembilang > pangkat tertinggi penyebut, nilai limitnya = ~ Jawab :
(asalkan perbandingan koefisiennya positif) atau - ~ (asalkan perbandingan Untuk x—~ maka VxZ = x

koefisiennya negatif) Untuk X——~ maka VxZ = - x

Dengan menggunakan sifat C, contoh 2, 3 dan 4 dapat diselesaikan cukup dengan r(ﬁ 5
memperhatikan suku pangkat tertinggi dari pembilang dan penyebut, dalam hal ini a.lim LT lim X——
x—~ 2x—1 x>~ X (2—;)

adalah pangkat dan koefisiennya.

, 3
x3—4x _ . x3_ 1 x [(4+3)

lim Sarye = lim 5= 3 = lim o=~
Keterangan : Pangkat tertinggi pembilang sama dengan pangkat tertinggi penyebut. *
Berdasarkan sifat C.1, nilai limithya adalah koefisien pangkat tertinggi pembilang dibagi a+3)
koefisien pangkat tertinggi penyebut, yaitu%. = li_)rr} (2_55
lim =% = im% = limi= = Y40

x>~ X*+ 2x4+1 x>~ X x>~ X 2—-0
Keterangan : Pangkat tertinggi pembilang < pangkat tertinggi penyebut. Berdasarkan 7

sifat C.2, nilai limitnya = 0. = 7“

lim 375 = lim 5= -~

Keterangan : Pangkat tertinggi pembilang > pangkat tertinggi penyebut dan =1
perbandingan koefisiennya negatif. Berdasarkan sifat C.3, nilai limitnya = - ~. -
Penyelesaian limit di tak hingga fungsi irasional (memuat fungsi irasional) hampir sama b 1i Vax2+3x _ \/xz(‘” ?
saja dengan fungsi polinom atau rasional. Sifat-sifat diatas masih dapat kita gunakan. Txo— 2x—1 o x(2—§)

Yang perlu kita cermati adalah saat bekerja dengan limit untuk x — - ~.




3
-x [(4+>)
= lim ————

s> X (2= 3)

= lim Jers

som (2-3)

—V4+0
2-0

Contoh diatas dapat pula diselesaikan dengan membagi pembilang dan penyebut
dengan variabel pangkat tertinggi dari penyebut, yaitu x. Dengan catatan, untuk limit

X—- ~, nilai x = —vVx?2

Soal Latihan 9.1.4.a

g ... 4x*+2x3-5x44
1. Tentukan nilai dari lim ———>""% =
X—>~ 2x%*—4x2+9

2. Nilai dari Tim &2

xo~ (4x+1)2 = adalah ....

. .. 2x%-x+5
3. Tentukan nilai dari lim ———=....
x—o~ X“=3x+2

2_
4. Nilai dari lim *—=""* adalah....

x>~ 4x

. P 3x—1
5. Tentukan nilai dari lim ————=....
x—~ X%+ 5x—3

Latihan Soal 9.1.4.b

1. Tentukan nilai dari lim 2x adalah....

x—-2

2
X“+x—6
2

. Tentukan nilai dari lim ——— adalah....
x—2 Xx“—4

3. Tentukan nilai dari lin} V2x? adalah....

- .. 2x?
4. Tentunkan nilai dari lim —;

X—>oo

5 adalah....
3

4x3 + 2x+1

5. Tentunkan nilai dari im ———=— adalah....

Yo 5x34+8x2+6

Unit 2 : Laju Perubahan

Uraian Materi 9.2.1 : Pengertian Turunan Fungsi

Jika dalam perjalanan dari Jakarta ke Bogor, speedometer suatu mobil yang kita
tumpangi menunjukkan angka 90 km/jam berarti kecepatan mobil tersebut setiap saat
tetap atau tidak ada perubahan? Pada kenyataannya hal ini jarang terjadi.Terkadang
kecepatan mobil bertambah atau berkurang. Timbul pertanyaan : “Berapakah kecepatan
mobil pada saat tertentu?”. Hal ini mudah dipahami bahwa panjang jarak yang ditempuh
sangat tergantung dengan waktu yang digunakan untuk bergerak.Sedangkan hasil bagi
antara perubahan jarak dengan perubahan waktu disebut kecepatan rata-rata, maka
dapat dikatakan bahwa kecepatan rata-rata mobil tersebut adalah 90 km/jam. Jika jarak
yang ditempunh diberi notasi s dan waktu yang diperlukan diberi notasi f, maka dapat
dirumuskan dengan s = f(t), jarak s dinyatakan sebagai fungsi waktu .

t1 =t— interval waktu h—t2=t+ h
4
S=1(t) s=f(t+h)
4 perubahan letak benda_f

Pada gambar diatas, benda bergarak dengan persamaan gerak s= f(t), maka
kecepatan rata-rata (v ) pada saat t1 = t detik sampai t2 = t + h datik adalah :

_ __ f(t+h)=f(t) _ f(t+h)=f(1)
v_ —
(t+h)—t h

Jika h kecil sekali atau mendekati nol, maka kecepatan rata-ratanya disebut
kecepatan sesaat. Laju perubahan jarak terhadap waktu dapat dinyatakan dengan :

f(t+h)—f ()
h

v = lim

h—0

Jika suatu fungsi dinyatakan dengan y = f ( x ), maka laju perubahan nilai fungsi
dinyatakan dengan :

lim f(t+h2—f(t)

h—0
Laju perubahan nilai fungsi ini disebut fungsi turunan yang dilambangkan f’ (x) (dibaca f

aksen x).Jadi :
f; (X) - hm f(x+h)_f(x)
h—0 h

Jika lim w

lim , untuk a < x < b memiliki nilai maka dikatakan bahwa fungsi f (x)

mempunyai turunan dalam interval a < x < b. Proses mencari f (x) dari f (x) disebut
penurunan atau pendiferensialan.



Notasi lain untuk turunan fungsi adalah : y’, Z—i’ , d’;gcx). Notasi %Scx) atau Z—i’ untuk turunan
diperkenalkan pertama kali oleh Leibniz (1646 — 1716), seorang ahli matematika asal

Jerman.Oleh sebab itu lambang %;x) atau Z—z sering disebut sebagai lambang Leibniz

atau turunan.
Contoh 1:

1. Carilah turunan fungsi f yang dinyatakan dengan f(x) = 2x + 3 padax =5

Jawab :
flx) =2x+3
f(5) = 2(5) +3 (substitusikan x = 5 ke f(x) = 2x + 3)
=13
f(5+h)=2(5+h)+3
=10+2h+3
. _ 4. f(x+h)—-f(x)
f(x)= %1{)1}) —
ey — 1o f(5+R)—F(5)
f(5)= yg(g —
= i (104+2h+3)—(13)
hlg}) h
_ 4. (2h+13)—(13)
B %zlﬁo h
= lim 22
h—0 h
= lim 2=2

2. Sebuah mobil bergerak dinyatakan dengan pernyataan s = 2 + 5t ( s dalam meter
dan t dalam detik). Tentukan kecepatan sesaat ( v ) pada t = 2 detik

Jawab :
s =1+ 5t->f(t) =1t + 5t

17 =
h—0
_ . 2+h)-f(2
5= llmf( )—f(2)
h—0 h
_ . (2+h)2+5 (2+h)]|-[(2)%2+5(2)
v = lim [ 1= ]
h—0 h
_ y._ 4+4h+h?+10+5h—4-10
= lim
h—0 h
_ 1. 9h+h?
= lim
h—0 h
_ .. (9+h)h
= lim
h—0 h

=lim 9+h=9+0=9

h—0

Jadi, kecepatan sesaat pada t = 2 detik adalah 9m/detik

Latihan 9.2.1:

1. Seseorang mengendarai sepeda pada lintasan garis lurus dengan persamaan
gerak.
s = f(t) = 15t + 4 dengan s dalam kilometer dan t dalam jam. Hitung kecepatan
sesaat pada waktu t = 2 jam dan t = 4 jam.

2. Tentukan turunan pertama dari fungsi berikut:
a) f(x) = 5(2x? + 4x)
b) f(x) = (2x + 3)(5x + 4)

3. Sebuah benda bergerak sepanjang garis lurus sehingga kedudukannya setelah x
detik memenuhi persamaan f (x) = 6x3 + x? , dengan f(x) dinyatakan dalam meter.
a. Tentukan kecepatan rata-rata benda dalam selang waktu 2 < x < 3.
b. Berapa kecepatan sesaat benda pada x = 2 detik?

4. Panjang sebuah persegipanjang sama dengan tiga kali lebarnya. Tentukan laju
perubahan luas terhadap lebar untuk lebar = 5 cm.

5. Diketahui tinggi badan seorang anak pada usia 11 tahun sampai 12 tahun adalah
tetap, yaitu T(t) = 120 cm. Tentukanlah laju pertumbuhan (laju pertumbuhan
sesaat) tinggi badan anak tersebut. Jelaskan.

Uraian Materi 9.2.2 : Rumus Fungsi Turunan Fungsi Aljabar

Seperti yang telah kita pelajari sebelumnya, kita tahu bahwa turunan fungsi f (x) dapat
ditentukan dengan rumus :

f(x+h)—f (x)

S = lim =

Turunan fungsi diatas disebut turunan pertama dari fungsi f (x), sedangkan untuk turunan
kedua dari f (x) biasa ditulis sebagai f “(x) adalah turunan dari f “(x) dan seterusnya.

(1) Turunan Fungsi Khusus
a. Jika f(x) = ¢, dengan c konstanta real f "(x) = 0

Bukti :

f(x)=c

f '(X) - llm f(x+h)_f(x)
h—0 h

1
g
|

I
=
3
o
I
o

Jadi, jika f(x) =c, makaf (x) =0



b. Jika f (x) = ax, dengan a konstanta maka f "(x) = a (2) Aturan Rantai

Bukti :
f (x) = ax e Jika f (x) = [u(x)]" dengan u(x) adalah fungsi dari x yang mempunyai turunan u’(x)
fx)= lim f(x+h)—f (x) dan n adalah bilangan real, maka :
h—0 h
= lim a(x+h)—ax f (x)=n [u(x)]™". u'(x)
h—0
— 11 ax+ah—ax COI‘ItOh 1 .
- h
" ah Carilah turunan fungsi-fungsi berikut :
= lim —
ot . f(x)=(x3+4)
=lim a=a

= lim a= b. f(x)=+/(2x* — 5x)

Jadi, jika f(x) = ax, maka f '(x) = a

c. Jkaf(x)=c.g(x), makaf’(x)=c.g (x) Penyelesaian :
Bukti : a. Misalkan u(x) = x> + 4, sehingga u’(x) = 3x?
f(x)=c.g(x) F ) =6 (u(x)® . u'(x)
Frx) = lim LA (0 =60 +4)°.3x°
=0 " =18x7 . (x* +4)°

= 1 c. g(x+h)—c. g(x) ] . ) ) s 1

- m 3 b. Misalkan u(x) = 2x* — 5x, sehingga u’(x) = 8x> — 5 dan f(x) = (u(x))z. Dengan
= lim c. {g(x+h)— g(x)} menggunakan aturan rantai diperoleh :

h—0 h f(x)= % (ux)z.u'(x)
=c.lim M 1 1
h—0 h = E (2X4 - 5.')6')_E . (8X3 — 5)

=C.g ’(X) _ 8x3 -5

Jadi, Jika f (x) = ¢ .g(x), maka f '(x) = ¢ .g "(x) 2V2xi-5
d. Jika f(x) = x", dengan n bilangan bulat positif maka f "(x) = nx™" Contoh 2 :
Bukti :
Perhatikan pola suku dua yang dipangkatkan berikut ini : Carilah turunan dari setiap fungsi dibawabh ini :
(x+h)'=x+h
(x + h)2 = x2 + 2xh + h? a. f(X)=103
(x + h)® = X3 + 3x?h + 3xh? + h3 b S =x"
c. f(x)=3Vx
(x+h=x"+nx™+ .+ . d. y=x-2)(x+3)
Bentuk umum pola suku dua yang dipangkatkan adalah (x + h)", maka e. y=Q@Bx=7)
p . h)—

f(x)= lim M Penyelesaian :

= lim ety x™ B Lo

h=0 h a. f(x)=10-/"(x)=0
— .3 . —(_ —3-1_ _2.,—4
= lim %{(xn +nx™h + ... + h") — x"} b JO)=x7" =)= (3). x 3x

e
8

FOO=YF of (=327 =1x7s

= lim %(nx“h + ...+ h")

>0 d y=x-2)(x+3) » x*+x-6 -y =2x+1
= lim (nx™"+ ... +h™") e. y=0Bx—7)3
. Misalkan u (x) = 3x — 7, maka y (x) = ( g (x))
= nx'"

Sehingga diperoleh :
Jadi, Jika f(x) = x", maka f "(x) = nx"1
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y(x) = (u(x))"=y (x) = n[u()]*" . u'(x)
1) =3Gx—7)*". (3) =9(3x - 7)

Latihan 9.2.2:

Tentukan turunan dari setiap fungsi berikut:

f(x) = (x=3)(x +5)

— 2 1
Fx)=¥x + =

1. f(X)=4x3+2x2 -5
2. f(x)=5x*—2x3-25
3. f(x)=%

4.

5.

Uraian Materi 9.3 : Laju Gerak Benda (Obyek)

Kecepatan (velocity) adalah besaran vektor yang menyatakan jarak perpindahan setiap
satuan waktu.Pengertian kelajuan (speed) adalah besaran skalar atau besar jarak
perpindahan yang ditempuh tiap satuan waktu.Dalam banyak masalah sehari-hari laju
dianggap juga sama dengan kecepatan, misalnya sebuah bus bergerak maju dengan laju
atau kecepatan 40 km/jam, artinya besar kecepatan bus tersebut adalah 40 km/jam. Laju
atau kelajuan adalah besar kecepatan sehingga kelajuan dapat ditentukan dengan
menentukan nilai mutlak dari kecepatan atau membandingkan jarak dengan waktu.

e Kecepatan dan Kelajuan rata-rata

Nilai kecepatan rata-rata dapat dihitung dengan membagi perpindahan total dengan
waktu total, sedangkan kelajuan rata-rata dapat dihitung dengan membagi jarak total
dengan waktu total. Berikut rumus kecepatan dan kelajuan, Kecepatan dituliskan

dengan huruf v sedangkan dalam rumus kelajuan diberi simbol v(tanpa tanda vektor).

S _ A
Rumus Kecepatan rata-rata v = A—:

Rumus Kelajuan rata-rata v =|v|

Ar menyatakan besar perpindahan. Simbol ini kadang dituliskan
hanya Ax atau Ay tergantung di sumbu apa benda yang sedang ditinjau. Satuan dari
kecepatan dan kelajuan yang umum digunakan adalah meter/sekon dan disingkat m/s.

e Kecepatan Sesaat

Kecepatan sesaat adalah nilai kecepatan rata-rata dengan rentang waktu sangat kecil
(At—0). Kecepatan dan kelajuan sesaat memiliki besar yang sama. Secara matematis
dapat dituliskan sebagai.

v=lm-—=—
Ar—0 At dt

Ingat, bagaimana menentukan kecepatan gerak benda (v) apabila benda itu berpindah
dari satu tempat ke tempat lainnya. Besaran yang menunjukkan besar kecepatan gerak
perpindahan benda itu disebut sebagai laju.

Contoh 1:

Diketahui jarak AB = 15 km. Sebuah mobil bergerak sepanjang garis dari A ke B selama
0,5 jam. Berapa kecepatan rata-rata (vr) mobil itu selama bergerak dari A ke B?

Penyelesaian :

. jarak yang ditempuh s
Rumus mencari kecepatan rata-rata (vr) = 229 TETPRZ = 2
waktu yang diperlukan t

dengan s =15 kmdant=0,5jam
15 km
0,5 jam
15 km 2

maka : vr =

0,5 jam 2
_ 15kmx2
- 0,5 jam x 2
_30km
- 1jam

= 30 km/jam

Tetapi dalam perjalanan, kecepatan mobil tersebut tidak selalu menunjukkan angka
30.Pada saat berangkat, kecepatan mobil menunjukkan angka 0, kemudian secara
perlahan naik menjadi 10, 20, 30, 40, 60, 80, dan pada suatu saat di perjalanan pernah
menunjukkan angka 35.Suatu saat mobil berjalan cepat, tetapi juga berjalan
pelan.Kecepatan pada saat tertentu disebut kecepatan sesaat (vs).

Coba selidiki kecepatan berikut :

Diberikan suatu rumus jarak (s) yang ditempuh sebagai fungsi waktu f(t) yaitu s = f(t) =
5t? . Jarak (s) dinyatakan dalam meter, dan waktu (t) dalam menit.

Berapakah kecepatan rata-rata untuk t = 3?

Berapakah kecepatan mobil pada saatt=1?
Berapakah kecepatan mobil pada saatt = 27?
Berapakah kecepatan mobil pada saatt = 3?7

Rumus kecepatan rata-rata, bila diketahui jarak sebagai fungsi waktu adalah :
_ [E+aD-f ()

vr (t + At)—t

Rumus diatas, artinya kecapatan rata-rata pada selang (interval) waktu t sampai (t + At),
dengan At adalah selisih waktu awal dan waktu akhir. Untuk soal diatas, t = 0 dan At =
3, maka :

_ fE+AD-F(®) _ f(0+3)-f(0)
(t+ At)-t (0+3)-0

Vr



_ f®)~f(0)
3

_ 5.32-502
3

45
3

= 15 meter/menit

Apabila At pada rumus kecepatan rata-rata diatas mendekati nol (At — 0) dan dengan
mengambil limitnya, maka didapat kecepatan sesaat (vs). Dengan kata lain, kecepatan
sesaat adalah kecepatan benda pada waktu tertentu.

Ve= limit fF(t+A0)-£(t)

S At > 0 (t+AD)-t

- limit 5.t + At)2—-5.¢2
At - 0 (@E+a)-¢

_ limit s.(t2+2.tAt+4t2)-5.¢2
At - 0 At

_ limit 5t2+10.t.At + 5At% — 5¢2
At -0 At

_ limit 5t2 - 5t2 + 10.t.At + 5At2
At - 0 At

_ limit 10.t.At + 5At2
At =0 At

_limit 10.t.At + 5At2

TAt—0 At

_ llmlt 2
At 010.t+ 5At

_ limit 2
At — 0 10.t + 5(0)

=10.t

Kecepatan sesaat pada t = 1, adalah vs = 10.t = 10.1 = 10 meter/menit
Kecepatan sesaat pada t = 2, adalah vs = 10.t = 10.2 = 20 meter/menit
Kecepatan sesaat pada t = 3, adalah vs = 10.t = 10.3 = 30 meter/menit
Tampak bahwa, kecepatan sesaat berubah-ubah dari waktu ke waktu.Hal ini
menunjukkan, mula-mula mobil diam, kemudian bergerak makin cepat.

Contoh 2 :

1. Beni dapat berlari menempuh jarak 120 meter dalam waktu 60 detik, kemudian
Beni mempercepat lari sehingga dapat menempuh jarak 150 m dalam waktu 60
detik. Karena energi beni berkurang, Beni hanya mampu menempuh jarak 100
meter dalam waktu 120 detik sampai Beni berhenti. Kelajuan rata-rata lari Beni
adalah . ..

Jawab:

5 = 120m+150m+100m _ 370m
60dt+60dt+120dt  240dt

= 1,54m/dt

2. Jarak Bandung-Jakarta adalah 180 km. Sebuah mobil mampu menempuh jarak
tersebut dalam waktu 3 jam. Maka kelajuan rata-rata mobil tersebut adalah... .

Jawab:
_ 180 km

3 jam
=60 km/jam
3. Sebuah benda bergerak dengan mengikuti persamaan x = 22 + 4t
2. Diketahui x adalah perpindahan yang ditempuh benda (dalam meter) dan ¢t
adalah waktu tempuh (sekon). Maka kecepatan rata-rata pada saatt = 1sdant =
2s adalah ...
Jawab:
Perpindahan saat t = 1s adalah:
x1=2(1°+4(1)-2=4
Perpindahan saat t = 2s adalah:
x2=2(2)2+4(2)—2=14

Penerapan turunan sebagai laju perubahan tidak terbatas pada laju gerak benda, tetapi
juga pada lainnya seperti pertumbuhan populasi tumbuhan, hewan, penduduk, ekonomi,
dan sebagainya.

Contoh 3 :

Suatu perusahaan memproduksi x unit barang dengan biaya sebesar (4x?-8x+24) ribu
rupiah per unitnya. Jika barang tersebut terjual habis dengan harga Rp40.000,00 per unit,
maka berapa keuntungan maksimum yang diperoleh?

Jawab.

Misalkan C(x) menyatakan total biaya produksi x unit barang, V(x) menyatakan harga
jual x unit barang dalam ribu rupiah, dan P(x) menyatakan keuntungan yang diperoleh
atas penjualan x unit barang. Maka,
Untuk x unit barang, biaya produksi adalah (dalam ribu rupiah)

C(x) = x(4x?>—8x+24) = 4x3-8x2+24x
Harga jual atas x unit barang adalah (dalam ribu rupiah)

V(x) = 40x
Keuntungan penjualan atas x unit barang (dalam ribu rupiah)

P(x) = V(x) - C(x) = 40x - (4x3-8x2+24x) = 8x%—4x3 + 16X



Untuk x semakin besar, maka nilai P semakin negatif tanpa batas. Untuk mencari menyebut bilangan real pengganti variabel x yang mendekati 4 sedekat-
keuntungan maksimum, nilai turunan pertama harus nol, yaitu dekatnya.Jadi, dapat disimpulkan jika x adalah variabel pada himpunan bilangan
P'(x) = 16x—12x2+ 16 = -4(-4x+3x2- 4) = -4(3x + 2)(x = 2) = 0 real maka x dapat mendekati bilangan 4 secara pendekatan limit

Diperoleh x = -3/2 atau x = 2. Karena x jumlah barang sehingga tidak mungkin nilai 2. Sifat-sifat limit o
Berapa teorema limit:

negatif, jadi keuntungan maksimum ada di x = 2, yaitu Bila 1 _ idan 1i _ 3 Maka
P(2) = 8(2)2-4(2) + 16(2) = 32 Jim J(9)= Jm 8(x) =
Jadi, keuntungan maksimum yang diperoleh perusahaan Rp 32.000,-

—

. lim k£ = k; k konstan

xX—a

] 2. lim[f(x)*g(x)] = lim f(x)* limg(x) =A+B
Latihan 9.3: xa x—a x—a
3. lim[f(x)xg(x)] = lim f(x)xlimg(x)=Ax B
1. Sebuah mobil bergerak dengan kecepatan rata-rata 20 m/s selama 1 menit. 4 e roa xoa

lim{k.f(x)] = klim f(x)= k. A
Diketahui bahwa 30 detik pertama kecepatannya adalah 30 m/s. Berapakah xoa xoa
kecepatan mobil pada 30 detik berikutnya? | f ] L hinf (x)

2. Budi pergi ke sekolah naik sepeda. Jarak dari rumah ke sekolah 1,8 km dan ’ ;g{g(x)} B lim g(x) -
kecepatan sepedanya konstan sebesar 3 m/s. Jika masuk sekolah jam 07.00, 5 lim[f(x)]”=[lir:}(x)]" — an

maka budi harus berangkat ke sekolah paling lambat pada pukul ... R x—a
3. Sebuah motor bergerak dari Kota A pada pukul 07.15 dan tiba di Kota B pada 7. lim \/f(x) = [lIm f(x) = VA
pukul 08.45. Bila jarak Kota A — Kota B adalah 60 km. Kecepatan sepeda motor T T

tersebut adalah...

)]

W

; dengan syarat b #0

3. Pada teorema limit dasar masih bisa kita terapkan pada limit di tak hingga. Namun,

4. Gambar berikut ini melukiskan perjalanan dari A ke C melalui B untuk kasus-kasus yang melibatkan bentuk tak tentu, seperti (~- ~), (E) atau (0. ~),

C perlu dilakukan manipulasi aljabar terlebih dahulu.
Sifat A
A Jika n > 0 dan n bilangan rasional, maka
B 1. lim xin =0
. 1 . e
Jarak AB = 40 km ditempuh dalam waktu 0,5 jam, jarak BC = 30 km ditempuh 2. lim = =0, x" terdefinisi untuk x < 0
dalam waktu 2 jam. Besarnya kecepatan rata-rata perjalanan itu adalah ... Sifat B

Jika p(x) dan q(x) adalah fungsi polinom dengan ax™ dan bx" berturut-turut adalah

5. Seoarang pelajar mengendarai sebuah sepeda dengan kecepatan yaitu 7,2 suku pangkat tertinggi dari p(x) dan q(x), maka

km/jam. Pada saat menanjak, kecepatan sepeda tersebut sebesar 0,5 m/s?

selama 4 sekon. Berapakah percepatan akhir pelajar tersebut? , '
1. lim p(x) = lim aX™

x—t~ x—t~

Rangkuman 2. }LIE q(x) = IEE bx™
1. Limit fungsi,jika x adalah variable pada himpunan bilangan asli {x | x < 4}, maka 3 lim 2% = hm‘zX_:l
kita dapat dengan mudah menyebut anggota terbesar himpunan tersebut, yaitu wot- 4(X)  xot- bX
3. Tetapi dapatkah kita menyebut anggota terbesar himpunan bilangan itu jika x Sifat diatas mengatakan bahwa nilai limit di tak hingga fungsi polinom ataupun
adalah variabel pada himpunan bilangan real? Dengan demikian kita dapat rasional sama dengan nilai limit dari suku pangkat tertingginya
Sifat C

P



Misalkan p(x) dan q(x) adalah fungsi polinom dengan ax™ dan bx" berturut-turut
adalah suku pangkat tertinggi dari p(x) dan q(x).

1. Jkam=nmaka lim22 =2
x—t~ q(X) b
2. Jikam < n maka lim& =0
x—+~ q(X)
~ &
3. Jkam>nmaka lim2% =1 "»
x—t~ q(x) ~, Z < O

Sifat diatas dapat kita terjemahkan dalam tiga poin berikut.

1. Jika pangkat tertinggi pembilang = pangkat tertinggi penyebut, nilai limitnya
adalah koefisien pangkat tertinggi pembilang dibagi koefisien pangkat tertinggi
penyebut.

2. Jika pangkat tertinggi pembilang < pangkat tertinggi penyebut, nilai limitnya = 0.

3. Jika pangkat tertinggi pembilang > pangkat tertinggi penyebut, nilai limitnya = ~
(asalkan perbandingan koefisiennya positif) atau - ~ (asalkan perbandingan
koefisiennya negatif)

4. Turunan fungsi menggunakan rumus : a. Turunan fungsi aljabar, b. Turunan fungsi
khusus dan c. Aturan rantai.

5. Kecepatan dan kelajuan, Kecepatan adalah besaran vektor yang menyatakan
perpindahan setiap detik. Sedangkan kelajuan adalah besaran skalar yang
menyatakan jarak yang ditempuh tiap detik.

Kriteria Pindah Modul

Anda dinyatakan memahami modul ini atau dapat berpindah ke modul berikutnya apabila

telah memenuhi salah satu persyaratan berikut.

1. Mampu mengerjakan tugas dan soal latihan secara lengkap, benar, akurat dan sesuai
prosedur pengerjaan

2. Mampu mengerjakan tugas dan soal latihan dengan benar, akurat dan sesuai

prosedur

pengerjaan, minimal sebesar 75%

3. Mampu mengerjakan test penempatan untuk modul ini dengan benar, akurat dan

sesuai

prosedur pengerjaan, minimal sebesar 75%

Anda dinyatakan belum memahami dan menguasai modul ini dan belum dapat berpindah
ke modul berikutnya apabila:

1. Mampu mengerjakan tugas dan soal latihan dengan benar, akurat dan sesuai
prosedur

pengerjaan, di bawah sebesar 75%
2. Mengikuti test penempatan dengan hasil di bawah 75%

Saran Referensi

Buku teks Matematika Kurikulum 2013 SMA/MA/SMK/MAK Kelas XI, Erlangga, 2014
Kalkulus Diferensial dan Integral. Teori & Aplikasi, Dr.Ir.Sudaryono.M.Pd, Prenada
Media, 2017

Penilaian
Kunci Jawaban

Latihan 9.1.1

lim
1. (x+3)=4
x—1
Dengan tabel dapat diselidiki bahwa nilai x+3 mendekati nilai 4 jika nilai x
mendekati 1, baik dari kiri maupun dari kanan.

lim x2—2x=2 sebab x2—2x=x(x—2)=

x—>2 x-2 x—2 x—2

x dan nilainya mendekati 2 jika nilai

X mendekati 2, baik dari kiri maupun dari kanan .

lim , x—l x<3 . o
3. f(x),jka f(x)= tidak punya limit, sebab Ilimit kirinya 2
x—3 x: x>3

N =

sedangkan limit kananny nernilai 3; jadi limit kiri dan limit kanan tidak sama.

x+2; x<2

;
cnilai T f(x)=4 sebab limit kiri = limit kanan = 4
4, x=2 x—2

4. Untuk f(x)={

Latihan 9. 1.2
lim

1. Bx+5)=3.0+5=0+5=5
x—0

lim
2. (x?+3)=52+3=25+3=28
x—5

lim  x-1 _ 2-1 1

1
3. = = =_
x—2 2x+1 2241 4+1 5




lim B _ B . 3x -1 _ ,3(—926—,%2 _ 0-0 _o0_
4. Nr+8=4i+8 =79 =3 lim P T e 1
lim x-3  lim x—3 _ lim 11 1
x—=3x%-9) x—=3(x-3)(x+3) x—3(x+3) (3+3) 6 Latihan 9.2.2
Latihan 9. 1.3 1. Seseorang mengendarai sepeda pada lintasan garis lurus dengan persamaan
gerak.
1. lim 7 =7 ,sifat1 s=f({)=15t+4 denga.n s dalam kllc?meter dan t dalam jam. Hitung kecepatan
x—3 sesaat pada waktu t = 2 jam dan t = 4 jam.
2. 11m(3x 2)= 11m 3x—Ilim 2=3.limx—1lim2=34-2=12-2=10 Jawab :
—4 x—4 x—4 x—4
Diketahui:
lim(x—1)(x+3) = lim(x—1). Iim(x+3)=2-1)2+3)=1.5=5
3. x—>2( 4 ) x—>2( ) x—>2( )=(2-D2+3) persamaan gerak s = f(t) = 15t + 4
A limx_2_)%1_>n§x—2_3_2_l ditanya: ) )
LT lim 2 2 9 !<ecepatan sesaatsaatt=2dant=4
x—3 jawab:
3 — —
_ 233 a3 lim (x —3) a3 3 s = f(t) = 15t-4
5. lim(x ?j =(lim (x T)J —[’“1._’3 1 J =[%} =(%) =0y =0 saatt=2
-3\ X + >3 (x+1) lim (x+1) (G +1) s=1(2) = 15(2) - 4
. = 30-4
240y i%x(x+9) 11m(x+9) (O +9) [ = 26 km
6. lim = - =
x—=0\  3x lim3x 11m3 kecepatan sesaat (v)
x=0 v = s/t
= 26/2
=13 km/jam
Latihan 9.2.1
1. Tentukan nilai dari lim 252 =5x+4 o saatt=4
v~ 2x%—4x2+9 s=f(t)=15t-4
x*  2x3 sx —
i 4x*+ 2x3 - 5x+4 _4X—4+2x4 i4=;4 _ 4+,25 ;:;*,:4 410040 _4 _, =154)-4
T _ax?+ 9 2t s o B 24 T 2-0+40 2 = 60-4
r_2)? e = 56 km
2. Nilai dari 1(13( i = adalah . kecepatan sesaat (v)
. 5 64x2 32x | 4 v = s/t
(8x=2)% _ . = (8x—2)(8x—2) _64x7—32x+4 _ x—z_x_2+x2 64-0+0 _ 64 _ 4 _
o~ (Ax+1)%2 50 (4x+1)(4x+1)  16x2+8x+1 %+8—’2‘+ 12 16+04+0 16 = 56/4
xS xoxmx =14 km/jam
3. Tentukan nilai dari lim 2—2"> =
x>~ X4—3x+2
, 22 3x 5 2. Tentukan turunan pertama dari fungsi berikut:
li 29; —3x+5 _;5 3_,,sz ,;2 — 27040 _ 2 _ 2 a) f(X) = 5(2X2 + 4X)
x>~ X%2—3x+2 it 1-0+0 1 b) f(x) = (2x + 3)(5x + 4)
—2x+2 Jawab:
4. Nilai dan &Lnl 4x— adalah.. Turunan pertama dari fungsi:
2 sx2_2x, 2 a) f(x) = 5(2x2 + 4x)
lim SxT—2x+2 _ xz4xxz3 x2 — 57040 _ 5 _ 0 f(X) = 10x2 + 20x
o WS - R f*(x)=20x + 20

0o Lol -1
5. Tentukan nilai dari lim —— =
x—~ X“+5x—3
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b) f(x) = (2x + 3)(5x + 4)

Urai terlebih dahulu hingga menjadi
f(x) =10x? + 8x + 15x + 12
f(x)=10x?+13x + 12

Sehingga
f*(x)=20x + 13

. Sebuah benda bergerak sepanjang garis lurus sehingga kedudukannya setelah x
detik memenuhi persamaan f (x) = 6x3 + x2 , dengan f(x) dinyatakan dalam meter.
a. Tentukan kecepatan rata-rata benda dalam selang waktu 2 < x < 3.

b. Berapa kecepatan sesaat benda pada x = 2 detik?

Pembahasan :
a.
f+a)—f()_(63+3)-(62°+2)
Ax - 3—2 S

Jadi, kecepatan rata-ratanya adalah 119 m/s.

b.
i (28— F(2)
A= A
6(2+m-)‘+(2+m-3]')—(6-23 +2%)
him -
Ar—) Ax
_6(8+ 1240+ 6AF + Ax’)+ (4 4+ 4Ax + Av?) - 52
= hm ——— il SN ) T
Ax— &1'

= limorjm-’ + 3TAY 476 =76
Ar—

Jadi, kecepatan pada saat x = 2 atau pada detik kedua adalah 76 meter/detik.

. Panjang sebuah persegipanjang sama dengan tiga kali lebarnya. Tentukan laju
perubahan luas terhadap lebar untuk lebar = 5 cm.
Jawaban :

Misalkan, lebar = / cm maka panjang=p=3x /=3/danluas=L=px /=3/. /= 3P.
Jadi, L =f (/) = 3.
Laju perubahan luas terhadap lebar / untuk / = 5 adalah L ‘(5).

L(5+h)—L(5) _ . 3(5+44) —3,5°
A} I = _‘..t'“-lL‘ I
3(25+ 10+ #*)— 75 30k + 30

= him
T S

Matematika Paket C - Setara SMA/MA kelas XI Modul 9

5. Diketahui tinggi badan seorang anak pada usia 11 tahun sampai 12 tahun adalah

tetap, yaitu T(t) = 120 cm. Tentukanlah laju pertumbuhan (laju pertumbuhan
sesaat) tinggi badan anak tersebut. Jelaskan.

Jawab :

Tinggi badan anak tersebut pada usia 11 tahun sampai 12 tahun tetap. Oleh
karena itu, T(t) = 120 adalah fungsi konstan sehingga T ‘(t) = 0. Dengan kata lain,
laju pertumbuhan tinggi badan anak tersebut adalah nol atau tinggi badan anak
tersebut pada usia 11 tahun sampai 12 tahun tidak mengalami perubahan.

Latihan 9.2.2:

Tentukan turunan dari setiap fungsi berikut:

1.

f(x)=4x3+42x2 -5

Jawab :

f(x)=4x3+2x?-5
f’(x)=43x3"1+22x>1-5

= 12x2% + 4x
f(x)==x*—2x3-25
4 3
Jawab :
f(x)=-x*—1x3-25
4 3
f7(x)=24x*™1 —23x371-25
= 3 — 52
_ 3
f(x)=—=
Jawab :
_ 3
f(x)=—=
41
f(x)=3.—
=31
x2
1
=3x 2
f7(x) = 3x 2
_ 1\ -1
=3(-3)x"2
_3
= ——-x 2
f(x)=(x—3)(x+5)
Jawab :

f(x) = (x=3)(x +5)
F(x)=x2 +2x — 15
f’(x)=x2+2x—15

=2x%271 +2.1x*"1 - 15

Penerapan Limit dan Turunan dalam Kehidupan Masyarakat Sehari-hari



=2x 42 2. Budi pergi ke sekolah naik sepeda. Jarak dari rumah ke sekolah 1,8 km dan

5. f(x)=vx + 1 kecepatan sepedanya konstan sebesar 3 m/s. Jika masuk sekolah jam 07.00,
Vx maka budi harus berangkat ke sekolah paling lambat pada pukul ...
Jawab : Jawab -
f(x)=vx + % Diketahui
1 Ket :
F)=va+ 3 1 Km = 1000 m
F(X)=x2+x2 1 jam = 60 menit = 3600 sekon
) 1014 N 1 menit = 60 sekon
f (X)—lzxz +1.—-x
F7(x) = 11 masuk sekolah = 07.00
s=1,8km=1800m
V =3m/s
t=7?
Latihan 9.3:
maka
1. Sebuah mobil bergerak dengan kecepatan rata-rata 20 m/s selama 1 menit. t=s/V
Diketahui bahwa 30 detik pertama kecepatannya adalah 30 m/s. Berapakah t=1800 m/ 3 m/s
kecepatan mobil pada 30 detik berikutnya? t =600 s = 10 menit
Diketahui: maka waktu berangkat paling lambat = 07.00 - 00.10 = 06.50
v=20m/s
t=1menit=60s . Sebuah motor bergerak dari Kota A pada pukul 07.15 dan tiba di Kota B pada
t,=30s pukul 08.45. Bila jarak Kota A—Kota B adalah 60 km. Kecepatan sepeda motor
v, =30 m/s tersebut adalah...
t,=30s Je_lwab : .
Diketahui :
, Waktu yang ditempuh : 07.15 — 08.45 = 90 menit = 1,5 jam
Ditanyakan: Jarak Kota A — Kota B : 60 km
Vo= 7? _ Ditanyakan :
Penyelesaian: Kecepatan sepeda motor tersebut.
S1=Vi-t Rumus : Kecepatan = 12
s; =30.30 6(‘)4"1’(“1
$; =900 m ~1s
S =Vy. 1, = 40 km/jam
S, =V, .30

V=(s1+s)/(t;+t;)
20=(900 +30.v, )/ (30+30)
20 = (900 + 30.v, )/ 60

900 + 30.v, =20 (60)

900 + 30.v, = 1200

30.v, =300
v, = 300/30
v, =10 m/s

. Gambar berikut ini melukiskan perjalanan dari A ke C melalui B

C

A

B

Jarak AB = 40 km ditempuh dalam waktu 0,5 jam, jarak BC = 30 km ditempuh
dalam waktu 2 jam. Besarnya kecepatan rata-rata perjalanan itu adalah ...



Dik :

Jarak (s) AB =40 km

waktu tempuh (t) AB = 0,5 jam
Jarak (s) BC = 30 km

waktu tempuh (t) BC = 2 jam
dit:v?

dijawab :
__ stotal
t total

_ 40430
0,5+2
_ 70
2,5

= 28 km/jam

. Seoarang pelajar mengendarai sebuah sepeda dengan kecepatan yaitu 7,2
km/jam. Pada saat menanjak, kecepatan sepeda tersebut sebesar 0,5 m/s?
selama 4 sekon. Berapakah percepatan akhir pelajar tersebut?

Pembahasan / Jawaban :

Diketahui :

vl =7,2 km/jam = 7,2 (1.000/3.600) m/s = 2 m/s
a = - 0,5 m/s? (tanda negatif yaitu perlambatan)
t=4s

Ditanya : v2 ... ?

Penyelesaian :

a=(v2-viit

v2 =v1 + at
v2=4+(-0,5x%2)
v2=3m/s

v2 = 10,8 km/jam
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Kelurahan Balimester Kecamatan Jatinegara
Kota Administrasi Jakarta Timur.

Bidang Keahlian :

Riwayat Pekerjaan/Profesi dalam 10 Tahun Terakhir
1. Mengajar di PKBM FIZAR (Tahun 2005 — sekarang)
2. Mengajar di PKBM Awwaliyah Rohiim ( Tahun 2011 — sekarang)

Riwayat Pendidikan Tinggi dan Tahun Belajar

1. S1 MIPA Jurusan Matematika lulus tahun 1994

Matematika Paket C - Setara SMA/MA kelas XI Modul 9

Penerapan Limit dan Turunan dalam Kehidupan Masyarakat Sehari-hari



Matematika Paket C - Setara SMA/MA kelas XI Modul 9




